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Abstrak. Dalam artikel ini dipelajari eksistensi dan ketunggalan titik tetap suatu pemetaan dalam ruang metrik parsial yang
dilengkapi 2 metrik parsial.
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1. PENDAHULUAN

Titik tetap memiliki peranan yang sangat penting dalam menyelesaikan beberapa masalah
matematis. Beberapa permasalahan matematis yang dapat diselesaikan dengan prinsip titik tetap antara
lain masalah persamaan linier, persamaan differensial biasa, persamaan differensial parsial dan
persamaan integral.

Salah satu teorema titik tetap yang terkenal adalah teorema titik tetap banach. Teorema tersebut
menjamin eksistensi dan ketunggalan titik tetap untuk fungsi yang terdefinisi dalam ruang lengkap dan
fungsi yang kontraktif (Oltra, 2004).

Dalam artikel ini dipelajari eksistensi dan ketunggalan titik tetap suatu pemetaan dalam ruang
metrik parsial yang dilengkapi 2 metrik parsial (Karapinar, 2011).

2. HASIL DAN PEMBAHASAN
2.1 Ruang Metrik

Definisi 1. Diberikan himpunan tidak kosong X. Fungsi d : X x X — R disebut metrik pada X jika
memenuhi aksioma-aksioma :

M1. d(x,y) > 0 untuk setiap X,y € X ;
M2. d(x,y) = 0 jika dan hanya jikax =y ;
M3. d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x,y € X ;
M4. d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) untuk setiap x,y dan z € X.
Himpunan X yang dilengkapi dengan fungsi jarak d, disebut ruang metrik dan dinyatakan
dengan (X,d) (Muslikh, 2012).

Definisi 2. Suatu barisan {x,) di dalam ruang metrik (X,d) dikatakan konvergen jika terdapat suatu
titik x € X sedemikian rupa sehingga untuk setiap & > 0 terdapat bilangan N € N sehingga untuk setiap
n> N berlaku

d(x, X)<e¢ (Muslikh, 2012).
Definisi 3. Barisan (x,,) di dalam ruang metrik (X,d) dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap € >0
terdapat bilangan N € N sedemikian sehingga untuk setiap n, m > N berlaku

d(xp, xp) <€ (Muslikh, 2012).
Definisi 4. Ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen
(Muslikh, 2012).

Definisi 5. Misalkan ruang metrik (X,d). Pemetaan f : X — X dinamakan pemetaan kontraksi, jika ada
suatu bilangan riil ¢ dengan 0 < ¢ < 1 sedemikian sehingga :

d(f(x), f(y)) <cd(x,y), v x,y € X (Kreyszig, 1978).

Definisi 6. Diberikan ruang metrik (X,d) dan suatu pemetaan f : X — X. Titik x € X disebut titik tetap
f jika x = f(x) (Takashi dan Hiroyuki, 2010).

Teorema 1. Misalkan (X,d) adalah ruang metrik lengkap. Jika f : X — X adalah pemetaan kontraksi
pada X, maka f mempunyai titik tetap yang tunggal (Kreyszig, 1978).
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2.2 Ruang Metrik Parsial

Definisi 7. Sebuah ruang metrik parsial adalah sepasang (X, p) dimana X adalah himpunan tak kosong
dan fungsi p : X x X — R* yang memenuhi:

(PM1) p(x,y) = p(y,x) (simetri)

(PM2) p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) jika dan hanya jika x = y (kesamaan)

(PM3) p(x,x) < p(y,x) (jarak ke diri sendiri kecil)

(PM4) p(x,2) + p(y,y) < p(x.y) + p(y,z) (ketaksamaan segitiga)

Untuk semua x, y, z € X (Karapinar, 2011).

Lemma 1. Misalkan (X,p) adalah sebuah ruang metrik parsial yang lengkap. Maka pernyataan-
pernyataan berikut berlaku.

i. Jika p(x,y) = 0makax =y

ii. Jika x # y, maka p(x,y) > 0 (Karapinar, 2011).

Contoh 1. Misal X = R. Didefinisikan fungsi p : R x R - R* sebagai berikut :

|x—y|+]|x|+]y]
p(x,y) = 5

,Vx,y € R, maka p merupakan metrik parsial.

Contoh 2. Misalkan (X, p) ruang metrik parsial. Fungsi d, : X x X — R didefinisikan
do(X,Y) = 2p(X,y) — P(x,X) — P(Y.Y)
adalah metrik dalam X.

Definisi 8. Barisan titik (x,,) di dalam ruang metrik parsial (X, p) dikatakan konvergen ke a € X, jika
untuk setiap € > 0 maka terdapat N € N sedemikian sehingga n > N berlaku

p(xp,a) —p(a,a) <e (Bukatin, dkk., 2009).

Definisi 9. Barisan titik (x,) di dalam ruang metrik parsial (X,p) dikatakan konvergen sejati ke
a € X, jika untuk setiap € > 0 maka terdapat N € N sedemikian sehingga n = N berlaku

p(xn, @) —p(a,a) <&
dan

p(xn, xn) -p(a,a) <e.
Definisi 10. Barisan titik (x,) di dalam ruang metrik parsial (X,p) dikatakan Cauchy jika terdapat
a € R sedemikian sehingga untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga untuk semua n,m > N,

lp(p, xm) —al < e (Bukatin, dkk., 2009).

Lemma 2. Suatu barisan (x,) di dalam (X,p) merupakan barisan Cauchy jika dan hanya jika (x;,)
adalah Cauchy dalam sebuah ruang metrik (X,d,) (Karapinar, 2011).

Definisi 11. Ruang metrik parsial (X,p) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy (x,) dalam X
konvergen (Karapinar, 2011).

Lemma 3. Ruang metrik parsial (X,p) lengkap jika dan hanya jika ruang metrik (X,d,) lengkap
(Karapinar, 2011).

Lemma 4. Jika x, — z dalam suatu ruang metrik parsial (X,p) sedemikian sehingga p(z,z) = 0, maka
lim,_ o p(x,,y) = p(z,y) untuk setiap y € X (Karapinar, 2011).

Definisi 12. Diberikan ruang metrik parsial (X,p). Suatu fungsi f : X — X disebut kontraksi jika
terdapat 0 < ¢ < 1sedemikian sehingga untuk semua x, y € X berlaku
p(f(x), f(y)) < cp(x.y) (Bukatin, dkk., 2009).

Teorema 2. Diberikan f adalah suatu pemetaan dari ruang metrik parsial (X,p) yang lengkap ke
dirinya sendiri sedemikian sehingga ada bilangan riil ¢ dengan 0 < ¢ < 1, yang memenuhi

pIx).f¥) < cp(x.y)
untuk semua x,y € X. Maka f mempunyai titik tetap yang tunggal (Oltra dan Valero, 2004).

189



Teorema 3. Diberikan himpunan X yang tidak kosong, p;, p, metrik parsial pada X dan T : X — X.
Jika kriteria di bawah ini terpenuhi:

(X,p1) lengkap

ii. pi(x,y) <pa(X,y) untuk setiap x,y € X

. T kontinu terhadap p;,

T pemetaan kontraksi terhadap p,, sedemikian sehingga
P2(T(X). T(v)) < cp2(X,y) untuk setiap X,y € X, dimana 0 <c < I

maka T memiliki titik tetap yang tunggal (Karapinar, 2011).

Bukti: Misalkan x € X. Kita bangun suatu barisan (x,,) dengan cara berikut.
(S1) %o =x

(S2) Xn=T(Xn1)=T " (Xo)
untuk setiap n € R maka, dari asumsi (iv) kita dapatkan

pZ(xn+1rxn) = pZ(T(xn): T(xn—l)) < CpZ(xn: xn—l) <. = c' pZ(T(xO)'xO)
Ambil n,m € N dengan n > m, maka dengan ketaksamaan segitiga dan (1) didapatkan :

pz(xm:xn) < pz(xm:xm+1) + pz(xm+1:xn) - pz(xm+1'xm+1)

IA

c™p2(x0,%1) + P2(Xma1,Xn) — P2(Xm+1, Xme1)
c™pa(x0,x1) + D2 (Xm41,Xn)
™y (x0, %1) + P2 (Xima1, Xma2) + P2 (Xma2, Xn)

— D2 (xm+2' xm+2)
m+1

IA

IA

< Py (X0, x1) + ™ pa (X0, x1) + D2 (X2, Xn)

— P2 (2, Xt 2)
M, (%0, 1) + D2 (Xims2) X5)
P2 (%0, x1) + P2 (Xma2) Xm3)
+ D2 (Xm43 %) — P2(Xma3) Xme3)
Py (xg,x1) + €
+ D2 (Xm+3, Xn) — P2(Xm+3) Xm+3)

MLy, (X0, x1) + ™ 2py (%0, x1)

< c™py(x9,x1) +

< c™p,(xg, %) + c™*L

m+2

< c™py(x9,x1) + p2(x0, x1)

< c™py(xp,x1) + €

+ b2 (xm+3l xn)

< c™py(x, %) + € m+2

M p, (X0, %1) + ¢™2py (%0, x1)

+ o+ "2y (xg,x1) + ¢y (0, %)
=cmA+c+ ..+ 24 T Dp (x0, 1)

= c™ znz_om_lci p2(xo,%1)

1)

)

Karena 0 < ¢ < 1, maka deret ¥7-™"1 ¢¢ pada ketaksamaan (2) konvergen ke i sehingga didapat:

Cm

P2 (X, xp) < P2 (xg,x1).

Dimisalkan p, (xy, x;) = r, untuk n > m > N maka diperoleh

rc™
P2 (X, Xn) < T

Dipilih N € N dengan

N<°log@

e(1—-o0)
r

cV <
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N _
Sehingga % < L8009

1-c r
Maka diperoleh

P2, x5) < g < ZL_IZ <e.
Sehingga lim,, ;;, 00 P2 (X, Xm) = 0, dengan demikian (x,,) adalah barisan Cauchy dalam (X,p,). Dari
asumsi (i) limy, 1 00 P1 (Xn, X) = 0, yaitu (x,,) adalah barisan Cauchy dalam (X,p,). Jadi, dari
asumsi (i) dan lemma 2 dan lemma 3, konvergen dalam (x,d,;) untuk sebuah titik z € X dari lemma 3

pula
P1(z.2) = limy 00 P1 (X, 2) = 1My 1y 00 P1 (K Xim)- ®)
Karena limy, ,, 0 P1 (X5, ) = 0, maka dari (3) kita punya p.(z,z) = 0.
Dari kekontinuan T dan juga lemma 4, kita mendapatkan
Pi(z2) =1liMyoe Py (2 Xp41) = liMnoe (2, T (x0)) = pu(z, T(limy o, T™ (%))
= Pa(z T(limy, o0 X)) = P2(2,7(2))-
Karena itu py(T(2), z) = p1(z,z) = 0. Disebabkan Lemma 1 titik z adalah sebuabh titik tetap yang tunggal

dari T. Andaikan tidak yaitu terdapat z,y € X sedemikian sehingga T(z) = zdan T(y) = y. Maka,
P2z, y) = p2(T (2), T(y)) < cpa(z,y). Demikian, px(z,y) = 0. Dari Lemma 1,z =y.

3. KESIMPULAN

Diberikan f adalah suatu pemetaan dari ruang metrik parsial (X,p) yang lengkap ke dirinya
sendiri sedemikian sehingga ada bilangan riil ¢ dengan 0 < c < 1, yang memenuhi

P(F(x).f(y)) < cp(x.y)
untuk semua x,y € X. Maka f mempunyai titik tetap yang tunggal.

Begitu juga diberikan himpunan X yang tidak kosong yang dilengkapi metrik parsial p; & p, dan
T: X — X, jika kriteria dibawah ini terpenuhi:
i. (X,p1) lengkap
ii. pu(X,y) < pa(x,y) untuk setiap x,y € X
iii. T kontinu terhadap p;
iv. T pemetaan kontraksi terhadap p,, sedemikian sehingga p2(T(X). T(y)) < kpa(X,y) untuk setiap x,y €
X,dimana0<k<1

maka T memiliki titik tetap yang tunggal.
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