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ANALISIS REAL 2

Ruang Metrik
Definisi 1. Diberikan himpunan tidak kosong X. Fungsi d: X x X - R* U {0} disebut metrik pada X

jika memenuhi aksioma-aksioma:
M1. d(x,y) = 0 untuk setiap x,y € X
M2. d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x =y
M3. d(x,y) = d(y, x) untuk setiap x,y € X
M4. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) untuk setiap x, y dan z € X.
Himpunan X yang dilengkapi dengan fungsi jarak d, disebut ruang metrik dan dinyatakan
dengan (X, d).

Barisan dan Deret

Barisan

Definisi 2. Diberikan ruang metrik X dan himpunan bilangan asli N. Barisan titik di dalam ruang
metrik X adalah fungsif: N — X dengan f(n) = x, € X untuk setiapn € N.

Barisan Fibonacci (x,,) = 1,1, 2,3,5, 8, ... adalah barisan Divergen.

Kekonvergenan Barisan
Definisi 3. Suatu barisan (x,,) di dalam ruang metrik (X,d) dikatakan konvergen jika terdapat suatu
titik x € X sedemikian rupa sehingga untuk setiap € > 0 terdapat bilangan N € N sehingga untuk
setiap n 2 N berlaku

d(x, x)<e.
Teorema 1. Jikaa € Rdan 0 < a < € untuk setiap € > 0, maka a = 0.

Teorema 2. Jika barisan (x,,) dalam (X,d) konvergen maka limit barisannya tunggal.
Bukti:
Misalkan (x,) konvergen ke titik x dan y, akan dibuktikan x = y (tunggal). Diberikan sebarang

€ > 0. Karena x,, konvergen ke x dan y maka terdapat N1 € N dan N; € N sehingga untuk setiap n
> N1 berlaku

d(x, x)<€/2, (1)
dan untuk setiap n = N, berlaku

d(x, ,y) <€/2. (2)
Jika bilangan N = maks {N1, N>} maka dari ketaksamaan (1), (2) dan ketaksamaan segitiga diperoleh

dx,y) £d(x, x)+d(x, ,y)<e/2+¢€/2 =¢,

untuk setiap n 2 N. Jadi d(x,y) < €. Karena € > 0 sebarang maka x = y (tunggal).

Barisan Cauchy
Definisi 4. Barisan (x,,) di dalam ruang metrik (X,d) dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap £ >
0 terdapat bilangan N € N sedemikian sehingga untuk setiap n,m = N berlaku

d(x,, ,x,) <E&.

Teorema 3. Setiap barisan yang konvergen dalam suatu metrik (X,d) merupakan barisan Cauchy.
Bukti:



Misalkan x, = x. Maka untuk setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian hingga untuk setiapn >N
berlaku
d(x,,x)<€/2,
ambil m > n > N, maka juga berlaku d(x,,,x) < £/2. Dengan ketaksamaan segitiga, maka untuk m, n
> N berlaku
d(x ,xpn) S d(x, X)+dx,x,)<e/2+¢e/2=¢.
Dengan demikian, (x,) adalah barisan Cauchy. Teorema di atas tidak berlaku sebaliknya.

Contoh
1. Buktikan bahwa barisan-barisan berikut merupakan barisan Cauchy:
1
a. (x,) = (;),n EN
Jawab

Ambil sebarang € > 0. Pilih N > S sehingga untuk setiap n,m > N, berlaku
1 1 1 1 < 1 4 1 2 <
———<—4-<—-+=-==<=
m n m n N N N

Jadi barisan (x,,) = % ,n € N adalah barisan Chaucy.
b. (x,) = (=) ,neN

c. (x)=(1 +%),nEN

|xm _xml =

Kelengkapan
Definisi 5. Ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen.

Ekor Barisan
Definisi 6. Diberikan barisan (x,) = (x1, X3, X3, ..., X, ..., n € N, maka ekor-m dari barisan (x,,)
adalah (X;40n) = (Xm+1r Xma2) Xma3s - Xmans - ) dimanam,n € N,

Contoh
1. Ekor-3 dari barisan (x,,) = (% ),n € Nadalah...
Jawab

1
(X34n) = (m),ne N
=

2. Ekor-5 dari barisan {(x,,) = (Zin ),n € N adala

11
)glg) "')

> B

Barisan Terbatas
Definisi 7. Barisan (x,,) dikatakan terbatas jika terdapat bilangan real M > 0 sedemikian sehingga
|x,| < M untuk setiap n € N.
1. Buktikan bahwa barisan-barisan berikut terbatas:
1
a. (x,) = (;),n e N
Jawab
Barisan (x,) = (%),n € N terbatas karena terdapat bilangan M = 1 sehingga |x,,| = |%| <
1 untuk setiapn € N.
b. (x,) =((-D"),n €N
n
c. (x)= (m),n EN

Teorema 4. Barisan bilangan real yang konvergen adalah terbatas.
Bukti



Misalkan barisan bilangan real (x,) adalah barisan konvergen ke x € R. Itu berarti bahwa jika
kita ambil €, > 0, terdapat bilangan real N(&,) > 0 sehingga |x,, — x| < &, untuk semua n >
N(&Ep).

Selanjutnya perhatikan bahwa berdasarkan ketaksamaan segitiga,

I, | =[x, — x) + x| < |x, — x| + |x] < &y + |x| untuk semua n = N(&).

Berikutnya, pilih M = maks{lxll, lx,1, ..., |xN(go)_1|, lx| + 80}. Jelas bahwa untuk setiap n € N

berlaku |x,,| < M, jadi barisan bilangan real (x,,) terbatas.

Latihan Soal
1. Apakah barisan-barisan berikut terbatas

a. {x,) = %),n eN

b. (x,) ={(Vn),neN

¢ (x) = () mEN

Barisan Monoton
Definisi 8. Barisan (x,) dikatakan naik jika x; < x, < -+ < x,, < x,,41 < -+ dan dikatakan turun
jikaxy = x, =+ = x, = xp4q = -+ Barisan (x,,) yang naik atau turun disebut barisan Monoton.

Contoh
1. Diantara barisan-barisan (x,,) berikut, yang merupakan barisan monoton adalah barisan ....
a. (x,) =(sinn)n €N
n?+1

b. (Xn) = (T),n EN

c. {x,)=(2"),neN
d. (x,) =((-D"),n €N

Teorema 5. Diberikan barisan bilangan real (x,) monoton. Jika (x,) terbatas, maka (x,)
konvergen.
Bukti
Dalam pembuktian ini, diasumsikan barisan (x,,) monoton naik. Karena itu barisan (x,) akan
terbatas ke atas. Dimisalkan daerah jangkau barisan adalah himpunan A = {x, |n € N} c R,
maka A mempunyai supremum di dalam R. Katakan
a=supd €R,
maka untuk setiap n € N, x,, < a. Ambil € > 0, tentu a — € bukan batas atas A. Oleh karena itu,
terdapat N € N sehingga
a—¢ <xp<a<a+te. 3)
Karena (x,,) monoton naik, sehingga untuk setiap n = N, xy < x,. Dengan memperhatikan
ketaksamaan (3), untuk setiap n = N diperoleh
a—& <xy<x,<a<a+e¢
atau
a—¢ <x,<a+e (4)
Jadi untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga untuk setiap n = N, berlaku ketaksamaan (4).
Terbukti barisan (x,,) konvergen ke a.

Sub Barisan
Definisi 9. Misalkan (x,,) adalah barisan bilangan real dan n; <n, < -+ < n;, < --- dengan n; €
N untuk semua k € N. Barisan bilangan real (xnk) dimana k € N disebut sebagai sub barisan dari

(x,),n € N.



Contoh

Misalkan barisan bilangan real (x,) = (%),ne N. Barisan tersebut adalah (1,%,;,%,...). Jika
dipilih suku-suku genap dari barisan tersebut, yaitu (xnk>=(%'i'%'"-'ﬁ""> maka (xy,)

merupakan sub barisan dari (x,,).

Teorema 6. Barisan bilangan real (s,) konvergen ke s jika dan hanya jika setiap sub barisan dari
(s, ) juga konvergen ke s.
Bukti
(=) Diberikan & > 0. Karena (s,,) konvergen ke s, maka terdapat N € N sehingga untuk setiap
n = N berlaku
ls, —s| < e. (5)
Ambil sebarang sub barisan (s, ) dari (s,). Karena untuk setiap k € N, n; =k maka untuk
setiap k = N akan berakibat n;, = N, sehingga menurut ketaksamaan (5) berlaku
s, —s| < & (6)
Dengan kata lain, untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga untuk setiap k = N berlaku
ketaksamaan (6). Terbukti sub barisan (snk) konvergen ke s.
(<) Sebaliknya, karena setiap sub barisan dari (s,,) konvergen ke s,
maka dapat diambil salah satu sub barisannya adalah barisan itu sendiri. Terbukti barisan
(s,,) konvergen ke s.

Latihan Soal

. . . 1
1. Yang merupakan sub barisan dari barisan (1,5,
111111
<_)_)_)_)_)_I )

3’2’2’3’2’2"""

Wl

, ...,l, ...y adalah ....
n

b. (5,5,5,5,5, )
e ¢,2111 )
4’5’6’7’8"

d. (1,2,3,4,5,6,...)
2. Diantara barisan-barisan berikut yang merupakan barisan monoton adalah ....
a. ((=1D™)
b. ((=1)"n)
c. ((=1)*)
d. Tidak ada jawaban yang tepat
3. Kesimpulan yang paling tepat untuk barisan (0, 2, O, 2, ..., 0, 2, ...) adalah barisan tersebut
merupakan barisan ....
a. Konstan
b. Monoton
c. Konvergen
d. Tidak konvergen

4. Barisan (x,) = (\/iﬁ),n € N konvergen ke ...

a. 0
b.
2
1
C. —
n
d. 1

5. Barisan (x,) = (nTH),n € N merupakan barisan ....

a. Tidak konvergen
b. Terhingga
¢. Monoton



d. Tidak dapat ditentukan
6. Barisan bilangan real (x,,) = (ﬁ),n € N merupakan barisan terbatas dengan ....
a. Batas atas terkecilnya adalah 1
b. Batas bawah terbesarnya adalah 1
c. Batas atas terkecilnya adalah 2
d. Batas bawah terbesarnya adalah 2
7. Apakah barisan konstan (Xn) =(3,3,3, ...) konvergen?
8. Buktikan barisan (x,,) = ( ) n€N konvergenI

9. Buktikan bahwa barisan (Xn) =(1 +- ) n € N merupakan barisan Cauchy!

10. Buktikan bahwa barisan {(x,) = (?:12),

€ N terbatas!

DERET

Definisi 10. Diberikan barisan uq,u,, us, ..., Uy, ... . Jumlah tak hingga suku-suku tersebut,
Yoeq Uy = Uy + Uy + -+ + U, + -+ disebut deret tak hingga atau disingkat deret.

Contoh

1. Buktikan deret Y7, =1t + + -~ konvergen!

Bukti

Karena jumlahan parsialnya monoton, maka cukup ditunjukkan bahwa barisan bagian (s;)
terbatas.
o Jikak;,=2'-1=1
maka sy, =1
o Jikak,=22—-1=3
maka sy, = 1+(22+3i2) < 1+(2i2+2—2)— 1+—= 1+
o Jikak;=23—-1=7
1 1 01 1 1 101 1 1 4
makas, =1+ (G+g)+t (Gratatn)=set(Gtatets) <sets
1 1 1
:Sk2+Z:SkZ+2 <1+2+?
o Jikak; =2/ -1
maka

N | =

1 1
2 22 2/1 2

Berdasarkan ketaksamaan (7), di ruas kanan dlbuat menjadi deret geometri tak hingga dengan
1

j= 12]1

0<Sk

r=- sehlngga untuk jumlahannya >,% = 1— = 2. Jadideret )., — konvergen
2

2. Buktikan deret )07, Pl E + Z + g + --- konvergen!

Bukti
Perhatikan:
15: L_1.1,
2/4.2" 4 8
n=1
Dan



- 1
271
n=1
~Jadi Yo—q zin konvergen.

Uji perbandingan
Diberikan barisan bilangan real (x,,) dan (y,,), dan misalkan untuk suatu K € N berlaku 0 < x,, <
V, untukn > K.
a. lJika ), y,, konvergen, maka }; x,, konvergen.
b. Jika }; x,, divergen, maka }; v, divergen.
Contoh
3. Buktikan deret )5,
Bukti
Diketahui bahwa Z,‘ff:lzin konvergen. Terlihat bahwa

i 1 <°°1
2" + 1 .2

— konvergenI

Sesuai uji perbandingan, maka Y5, " konvergen
Latihan Soal
1. Apakah deret };;-;1 =141+ 1+ --- konvergen atau divergen?
2. Tentukan apakah deret Z,‘fﬂ% = % + % + % + --- konvergen atau divergen!
3. Buktikan deret Z,‘lei =1+ % + § + % + --- divergen!
4. Buktikan deret Y;>_, (— 1)” divergen!
5. Buktikan deret Yo 1m konvergen!
6. Buktikan deret 7>, — konvergenI
LIMIT
Definisi 11.

limf(x) =1L
X—=C
Jika untuk setiap &€ > 0 terdapat § > 0, sedemikian sehingga jika 0 < |x —c| <& maka
FG) — Ll < e.
Atau bisa ditulis
Ve>036>030<|x—c|<éd=|f(x)-Ll<e

Contoh
1. Buktikan
lim2x+3=7!
X2
Jawab
Diketahui:

O0<|x—2|<é
Proses pembuktian:
Ambil sebarang € > 0. Pilih § < %,sehingga untuk 0 < |x — 2| < & berlaku:

£
lf(x) =Ll =12x+3—7| =|2x — 4| = |2]|x — 2| = 2|x — 2| <2.6£2.§:s
-~ Jadi terbukti lirrzl 2x+3=17.
x—

2. Buktikan lim x? = 4!
x—2



Jawab
Diketahui:

0<|x—2]<6é.
Kemudian yang akan dituju

[x? — 4| <¢
[(x+2)(x—2)| <¢
[x +2||x — 2| < ¢ (8)

Suku pertama ruas kiri menjadi
Ix+2|=|x—2+4|<|x=2|+|4]=|x—-2]|+4< 5+ 4
Pilih § < 1, sehingga
x+2]<6+4<1+4=5.
Karena
lx + 2||x — 2| < 5.6
Supaya selaras dengan pertidaksamaan (8)
[x +2||lx — 2| < ¢

Maka perlu
56 <¢
<&
0= 5
Jadi pada proses pembuktian dipilih § < min {1,?}.

Proses pembuktian:
Ambil sebarang € > 0. Pilih § < min {1,?}, sehingga untuk 0 < |x — 2| < 6 berlaku:

€
IfO) =Ll =1x?2 =4 =|(x+2)(x—2)| = |x + 2||x — 2| <5.5S5.§=8.

=~ Jadi terbukti lim x? = 4.
X2

Latihan Soal
1. Buktikan lim3x = 6!

x—2

. Buktikan limx +2 =51
x—3

. Buktikan lim x? = a? !
x—->a

2

3

4. Buktikan lirq 2x%24+3 =51
X—

5

. Carilah nilai lim x menggunakan definisi !
X—=C

o

2_
Carilah nilai lirrzl% menggunakan definisi !
x—2 X—
7. Buktikan lirr31 x2+x—-5=7!
x—

Limit Satu Sisi
Limit Kiri
Definisi 12
o

Jika untuk setiap € > 0 terdapat & > 0, sedemikian sehingga jika 0 < ¢ —x < § maka |f(x) —
Ll <e.
Atau bisa ditulis

Ve>036>030<c—x<d=|f(x)—Ll<e

Limit Kanan

Definisi 13
lim f(x) =1L
x—ct



Jika untuk setiap € > 0 terdapat § > 0, sedemikian sehingga jika 0 < x —c < § maka |f(x) —

Ll <e.
Atau bisa ditulis

Ve>036>030<x—-c<d=|f(x)—Ll<e
Contoh

Buktikan untuk
2x,x <1

feo ={ 3,x > 1
limit x mendekati 1 dari kiri hasilnya 2, dan limit x mendekati 1 dari kanan hasilnya 3!
Jawab
Limit Kiri
Diketahui:
0<1—-x<9$6
Proses pembuktian:
Ambil sebarang € > 0. Pilih § < E,sehingga untuk 0 < 1 — x < § berlaku:
If(x) =Ll =12x—=2| =2]lx = 1] =2[x - 1| = 2|1 — x
Kita ketahui bahwa
1—-x,(1-x)=0
1 =xl= {—(1—x),(1 —x)<0
Dipilih
[1—-x]=1-x

9)

(10)

untuk (1 — x) = 0. Karena dari pertidaksamaan (9) yaitu 1 — x > 0, maka kita dapat memakai

persamaan (10), sehingga menjadi
lf(x)—Ll=2|11—-x|=2(1-x)<2.6 <2.

~ Jadi terbukti limit x mendekati 1 dari kiri hasilnya 2.
Limit kanan
Diketahui:

&

2=€.

0<x—-1<9$§
Proses pembuktian:
Ambil sebarang € > 0. Pilih § > 0, sehingga untuk 0 < x — 1 < § berlaku:
lf(x)—Ll=13-3|=0<e.
-~ Jadi terbukti limit x mendekati 1 dari kanan hasilnya 3.

Latihan Soal
1. Buktikan liril_x +3=7!
X—

2. Buktikan lim 5x = 20!
x—471
3. Buktikan untuk

£x) = {xz,x <?2

2x,x = 2

limit x mendekati 2 dari kiri hasilnya 4, dan limit x mendekati 2 dari kanan hasilnya juga 4!

4. Diberikan fungsi
-1+ x,jikax <0
f(x)z{ 0,jikax =0
1+ x,jikax >0
Buktikan bahwa }Ci_r}% f (x) tidak ada!

5. Misalkan f: R — R adalah fungsi yang didefinisikan sebagai
1-xx<1
f(x)—{ 2x,x > 1
Buktikan dengan menggunakan definisi bahwa linll_f(x) = 0 dan lir?+ flx) =21
X— xX—



Limit di tak hingga
Definisi 14. Diberikan fungsi f: (a, ) — R. Dikatakan bahwa lim f(x) = A jika untuk setiap € >
X—00

0 terdapat bilangan N = N(&) > a sedemikian sehingga untuk setiap x > N berlaku

lf(x) —Al <e
Contoh
Periksalah 911_{1010 (1 — x—lz) !
Jawab
Ambil sebarang € > 0. Pilih N > \/—lgsehingga untuk setiap x > N berlaku
1 1 1 1
F@-al=|t-5-1]=|-5| =5 <m<e

mmhm(1—$)=1.

X—>00
Latihan Soal
1. Periksalah lim 2x !

x—oo 1+Xx

2. Periksalah lim ——
xX—00 X

Limit Tak hingga
Definisi 15. Misal A € R, misal f: A — R, dan misal ¢ € R adalah titik di A.
i. hmf(x) = o0, jika untuk setiap a € R ada 6 = §(a) > 0 sehingga untuk semua x € A berlaku

0<|x—c|<6=>f(x)>a.
ii. limf(x) =—oo, jika untuk setiap b € R ada & = §(b) > 0 sehingga untuk semua x € A
X—C

berlaku 0 < |x —c| < § = f(x) < b.
Latihan Soal
1. Buktikan limi2 = ool
x—0X
2. Misal f(x) = i untuk x # 0. Buktikan bahwa
a) lirréf(x) # 00
X—
b) lirréf(x) # —00
x—
¢) Gambarlah grafiknya

Fungsi Kontinu
Definisi 16. Fungsi f (x) dikatakan kontinu di titik x = ¢ jika:
Ve>0,36>03[x—cl<d=|f(x)—f(c)l <e.

Latihan Soal
1. Buktikan bahwa f(x) = 2x + 3 kontinu di titik x = ¢!
2. Buktikan bahwa f(x) = |x| kontinu di setiap titik !
3. Misalkan f: R — R didefinisikan sebagai
x x<1
f(x) =
2’
Buktikan bahwa f(x) tidak kontinu di titik x = 1!

x>1

Turunan
Definisi 17. Fungsi f (x) mempunyai turunan di titik c jika
limf(x) —f(c)

x-c X —C



Contoh
1. Misalkan f(x) = x?2, tentukan turunan f di titik x = 1!
Jawab
x%2—1 x—Dx+1)

lim = lim =limx+1=1+1=2
x-1 x—1 x—1 x—1 x—1

Latihan Soal

1. Misalkan f(x) = x? + x — 1, dengan menggunakan definisi tentukan turunan fungsi f di titik
x =1!

2. Misalkan f(x) = |x|, tentukan turunan f di titik x = 0!

Integral Riemann
Jumlah Riemann
Partisi P pada interval [a, b] adalah himpunan
P ={a = xq,xq,%3, ..., X, = b}

dimana

a=x<x< %, < .. <xp, =b.
Norm partisi P adalah
IIP|| = maks{(x; — x;_1)|1 < i <n}
Pla,b] = {P|P adalah partisi pada [a, b]}.
Misalkan Py, P, € P|a, b]. Jika setiap anggota P, menjadi anggota P,, ditulis P, c P,. Dalam hal ini
P, disebut penghalus (finer) P;. Mudah dipahami bahwa jika P, € P, maka ||P,|| = || P,]l.

Contoh
1. Pada interval [0,1] dibuat dua buah partisi yaitu P, = {0,%,%,%,1} dengan ||P,|| = % dan P, =
5 3 1 . 1.1
{0,%&,%,5,;, 1} dengan [|P,|| = ;. Terlihat bahwa P © P dan [|P1]| =2 > - = [IP,]l.
2. JikaI = [0,4], berapakan nilai norm dari partisi berikut
a. P, ={0,1,2,4}
15 7
b P, = {0.3.3.7.4)
A
y
M
f(x)
r | -
L L
Ofa X
m

M = Sup{f (x)|x € [a, b]}
m = Inf{f (x)|x € [a,b]}
M; = Sup{f (t)|t; € [x;_1,x;]}
m; = Inf{f (t)|t; € [x;_1, x;1}

Jumlah Riemann Bawah



LU P) = ) il = i)

Jumlah Riemann

SUPY= ) f(E) G = %)

Jumlah Riemann Atas

U(f,P) = ZMi(xi — Xi-1)

Perhatikan bahwa

L(f,P) <S(f,P) < U(f,P).

Integral Riemann

Fungsi f: [a, b] —» R dapat dibentuk himpunan-himpunan
R[a,b] ={U(f,P)|P € Pla, b}

Rla,b] = {L(f,P)|P € Pla,b]}

Teorema 7. Jika f:[a, b] — R terbatas pada [a, b], maka himpunan R[a, b] terbatas ke bawah dan
himpunan R[a, b] terbatas ke atas.

Definisi 18. Diberikan fungsi f: [a, b] - R terbatas pada [a, b], maka:
1. Infimum (batas bawah terbesar) dari R[a, b] yaitu

I—ff(t)dt—ff

2. Supremum (batas atas terkecil) dari R|[a, b] yaitu

J= ff(t)dt—ff

3. Jika I = ] maka f dikatakan terintegral Riemann pada [a, b] ditulis

fa  fe)de = f b

Teorema 8. Diberikan fungsi f: [a, b] — R terbatas pada [a, b]. Fungsi f terintegral Riemann pada
[a, b] jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat partisi P € P[a, b] sehingga berlaku

U(f,P) — L(f,P) < .

Contoh
1. Fungsi f:[—1,2] = R didefinisikan sebagai
( -1, -1<x<0
! =0
2 *T
1, 0<x<1
f(x) = 9 1
= 1<x<?2
> x
3 —
\ E, X =2
Buktikan bahwa f terintegral Riemann pada [—1,2] dan hitung f_zlf(x)dx!



