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BAB I 

FUNGSI TRANSENDEN 

A. Fungsi Logaritma Asli 

Definisi. Fungsi logaritma asli dinyatakan sebagai ln dan didefinisikan oleh 

ln 𝑥 = ∫
1

𝑡

𝑥

1

𝑑𝑡, 𝑥 > 0 

Daerah asal fungsi logaritma asli adalah himpunan bilangan real positif. 

Turunan Fungsi Logaritma Asli 

Definisi. Jika 𝑢 = 𝑓(𝑥) > 0 dan jika 𝑓 terdifferensialkan, maka 

𝑑(ln 𝑢)

𝑑𝑥
=

1

𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
. 

Contoh 

1. Carilah turunan dari 𝑦 = ln √𝑥 ! 

Jawab 

Misalkan 𝑢 = √𝑥 = 𝑥
1

2 . Maka 

𝑑(ln √𝑥)

𝑑𝑥
=

1

𝑥
1

2

.
𝑑 (𝑥

1

2)

𝑑𝑥
=

1

𝑥
1

2

.
1

2
. 𝑥−

1

2 =
1

2𝑥
. 

Latihan Soal 

1. Tentukan turunan dari 𝑦 = ln(𝑥2 + 3𝑥 + 𝜋) ! 

2. Carilah turunan dari 𝑦 = ln(𝑥 − 4)3 ! 

B. Fungsi Eksponensial Asli 

Definisi. Invers ln disebut fungsi eksponensial asli dan dinyatakan oleh 𝑒. Jadi  

𝑥 = 𝑒𝑦 ⇔ 𝑦 = ln 𝑥. 

Huruf 𝑒 menyatakan bilangan real positif unik sedemikian sehingga ln 𝑒 = 1. Bilangan 𝑒 

adalah bilangan Euler dimana nilainya 𝑒 ≈ 2,718 … . 

Turunan Fungsi Eksponensial Asli 

Definisi. Jika 𝑢 = 𝑓(𝑥) terdifferensialkan, maka 

𝑑(𝑒𝑢)

𝑑𝑥
=

𝑑𝑢

𝑑𝑥
. 𝑒𝑢. 

Contoh 

1. Carilah turunan dari 𝑦 = 𝑒√𝑥 ! 

Jawab 

Misalkan 𝑢 = √𝑥 = 𝑥
1

2 . Maka 
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𝑑(𝑒√𝑥)

𝑑𝑥
=

𝑑(√𝑥)

𝑑𝑥
. 𝑒√𝑥 =

1

2
. 𝑥−

1

2. 𝑒√𝑥 =
𝑒√𝑥

2√𝑥
 . 

Integral Fungsi Eksponensial Asli 

Definisi. Rumus turunan 
𝑑(𝑒𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥 secara otomatis menghasilkan rumus integral ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 =

𝑒𝑥 + 𝐶. Dengan 𝑢 menggantikan 𝑥 menjadi 

∫ 𝑒𝑢 𝑑𝑥 = 𝑒𝑢 + 𝐶. 

Contoh 

1. Hitunglah ∫ 𝑒−4𝑥 𝑑𝑥 ! 

Jawab 

Misalkan 𝑢 = −4𝑥, sehingga 𝑑𝑢 = −4𝑑𝑥. Maka  

∫ 𝑒−4𝑥 𝑑𝑥 = −
1

4
∫ 𝑒−4𝑥 (−4𝑑𝑥) = −

1

4
∫ 𝑒𝑢 𝑑𝑢 = −

1

4
𝑒𝑢 + 𝐶 = −

1

4
𝑒−4𝑥 + 𝐶. 

Latihan Soal 

1. Carilah turunan dari 𝑦 = 𝑒𝑥+2 ! 

2. Tentukan turunan dari 𝑦 = 𝑒√𝑥+2 ! 

3. Hitunglah ∫ 𝑒3𝑥+1 𝑑𝑥 ! 

4. Carilah integral dari ∫ 𝑒2𝑥+3𝑑𝑥
1

0
 ! 

C. Fungsi Logaritma dan Eksponensial Umum 

Definisi. Untuk 𝑎 > 0 dan bilangan real sebarang 𝑥, 

𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑎. 

Aturan Fungsi Eksponensial Umum 

Definisi. 

𝑑(𝑎𝑥)

𝑑𝑥
= (ln 𝑎). 𝑎𝑥 

∫ 𝑎𝑥𝑑𝑥 = (
1

ln 𝑎
) . 𝑎𝑥 + 𝐶, 𝑎 ≠ 1. 

Contoh 

1. Carilah turunan dari 
𝑑(3√𝑥)

𝑑𝑥
 ! 

Jawab 

𝑑(3√𝑥)

𝑑𝑥
= (ln 3).

𝑑(√𝑥)

𝑑𝑥
. 3√𝑥 =

(ln 3). 3√𝑥

2√𝑥
. 

2. Carilah integral dari ∫ 2−𝑥 𝑑𝑥 ! 

Jawab 
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∫ 2−𝑥𝑑𝑥 = (
1

ln 2
) . (

1

−1
) . 2−𝑥 + 𝐶 = (−

1

ln 2
) . 2−𝑥 + 𝐶. 

Aturan Fungsi Logaritma Umum 

Definisi. 

𝑑(log𝑎 𝑥)

𝑑𝑥
=

1

(ln 𝑎). 𝑥
. 

Contoh 

1. Tentukan turunan dari 𝑦 = log10(𝑥4 + 13) ! 

Jawab 

𝑑(log10(𝑥4 + 13))

𝑑𝑥
=

1

(ln 10)
.

4𝑥3

(𝑥4 + 13)
=

4𝑥3

(ln 10). (𝑥4 + 13)
. 

Latihan Soal 

1. Tentukan turunan dari 𝑦 = 62𝑥 ! 

2. Hitunglah integral dari ∫ 105𝑥−1 𝑑𝑥 ! 

3. Carilah turunan dari 𝑦 = log2(𝑥2 + 1) ! 
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BAB II 

TEKNIK INTEGRASI 

A. Integral Parsial 

Definisi. Misalkan 𝑢 = 𝑓(𝑥) dan 𝑣 = 𝑔(𝑥). Maka 

∫ 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢. 

Contoh 

1. Tentukan ∫ ln 𝑥 𝑑𝑥 ! 

Jawab 

Misalkan 𝑢 = ln 𝑥 dan 𝑣 = 𝑥. Untuk 𝑑𝑢 =
1

𝑥
𝑑𝑥 dan 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥. Maka  

∫ 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣 𝑑𝑢 = (ln 𝑥). 𝑥 − ∫ 𝑥 (
1

𝑥
𝑑𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 − ∫ 1 𝑑𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶. 

Latihan Soal 

1. Tentukan ∫ 𝑥 cos 5𝑥 𝑑𝑥 ! 

2. Carilah integral dari ∫ 𝑡𝑒−3𝑡 𝑑𝑡 ! 

B. Integral Trigonometri 

Contoh 

1. Tentukan integral dari ∫ cos3 𝑥 𝑑𝑥 ! 

Jawab 

Kita tahu bahwa sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 atau bisa ditulis cos2 𝑥 = 1 − sin2 𝑥. Kemudian, 

misalkan 𝑢 = sin 𝑥 maka 𝑑𝑢 = cos 𝑥 𝑑𝑥.   

∫ cos3 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ cos2 𝑥 . cos 𝑥 𝑑𝑥 = ∫(1 − sin2 𝑥). cos 𝑥 𝑑𝑥 = ∫(1 − 𝑢2) 𝑑𝑢 

  = 𝑢 −
1

3
𝑢3 + 𝐶 = sin 𝑥 −

1

3
sin3 𝑥 + 𝐶. 

Latihan Soal 

1. Hitunglah integral ∫ tan2 𝑥 𝑑𝑥 ! 

2. Carilah integral dari ∫ sin2 𝑥 cos3 𝑥 ! 

C. Substitusi Trigonometri 

Tabel Substitusi Trigonometri 

Bentuk Substitusi Identitas 

√𝑎2 − 𝑥2 𝑥 = 𝑎 sin 𝜃 , −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
 1 − sin2 𝜃 = cos2 𝜃 

√𝑎2 + 𝑥2 𝑥 = 𝑎 tan 𝜃 , −
𝜋

2
< 𝜃 <

𝜋

2
 1 + tan2 𝜃 = sec2 𝜃 
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√𝑥2 − 𝑎2 𝑥 = 𝑎 sec 𝜃 , 0 ≤ 𝜃 <
𝜋

2
 atau 𝜋 ≤ 𝜃 <

3𝜋

2
 

sec2 𝜃 − 1 = tan2 𝜃 

 

Contoh 

1. Hitunglah integral dari ∫
√9−𝑥2

𝑥2 𝑑𝑥 ! 

Jawab 

Misalkan 𝑥 = 3 sin 𝜃 dimana −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
 . Maka 𝑑𝑥 = 3 cos 𝜃 𝑑𝜃 dan  

√9 − 𝑥2 = √9 − 9 sin2 𝜃 = √9 cos2 𝜃 = 3|cos 𝜃| = 3 cos 𝜃. 

∫
√9 − 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

3 cos 𝜃

9 sin2 𝜃
3 cos 𝜃 𝑑𝜃 = ∫

cos2 𝜃

sin2 𝜃
𝑑𝜃 = ∫ cot2 𝜃 𝑑𝜃 = ∫(csc2 𝜃 − 1) 𝑑𝜃 

=  − cot 𝜃 − 𝜃 + 𝐶. 

Latihan Soal 

1. Tentukan integral dari ∫
1

𝑥2√4−𝑥2
𝑑𝑥 ! 

2. Carilah integral dari ∫
𝑥3

√𝑥2+4
𝑑𝑥 ! 
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BAB III 

APLIKASI INTEGRAL 

A. Luas Daerah Bidang Rata 

Definisi. Diberikan fungsi 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) dimana 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥). Maka luas daerah diantara dua 

fungsi tersebut untuk 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 adalah 

𝐿 = ∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]
𝑏

𝑎

𝑑𝑥. 

Definisi. Diberikan fungsi 𝑓(𝑦) dan 𝑔(𝑦) dimana 𝑓(𝑦) ≥ 𝑔(𝑦). Maka luas daerah diantara dua 

fungsi tersebut untuk 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑 adalah 

𝐿 = ∫ [𝑓(𝑦) − 𝑔(𝑦)]
𝑑

𝑐

𝑑𝑦. 

Contoh 

1. Carilah luas daerah di bawah 𝑦 = 𝑥4 − 2𝑥3 + 2 diantara 𝑥 = −1 dan 𝑥 = 2 ! 

Jawab 

𝐿 = ∫ (𝑥4 − 2𝑥3 + 2)
2

−1

𝑑𝑥 = [
𝑥5

5
−

𝑥4

2
+ 2𝑥]

−1

2

= (
32

5
−

16

2
+ 4) —

1

5
−

1

2
− 2 =

51

10
 

 = 5,1. 

Latihan Soal 

1. Carilah luas daerah yang dibatasi 𝑦 = 3 −
1

3
𝑥2 dan 𝑦 = 0 diantara 𝑥 = 0 dan 𝑥 = 3 ! 

2. Tentukan luas daerah yang dibatasi 𝑦 = 5𝑥 − 𝑥2 dan 𝑦 = 0 diantara 𝑥 = 1 dan 𝑥 = 3 ! 

B. Volume Benda 

Definisi. Diberikan fungsi 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) dimana 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥). Maka volume benda putar 

diantara dua fungsi tersebut untuk 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 dimana diputar terhadap sumbu-𝑥 adalah 

𝑉 = 𝜋 ∫ [𝑓(𝑥)]2 − [𝑔(𝑥)]2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥. 

Definisi. Diberikan fungsi 𝑓(𝑦) dan 𝑔(𝑦) dimana 𝑓(𝑦) ≥ 𝑔(𝑦). Maka volume benda putar 

diantara dua fungsi tersebut untuk 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑 dimana diputar terhadap sumbu-𝑦 adalah 

𝑉 = 𝜋 ∫ [𝑓(𝑦)]2 − [𝑔(𝑦)]2
𝑑

𝑐

𝑑𝑦. 

Contoh 

1. Carilah volume benda putar yang terbentuk dari pemutaran daerah yang dibatasi oleh kurva 

𝑦 = 𝑥3, sumbu-𝑦 dan garis 𝑦 = 3 mengelilingi sumbu-𝑦 ! 

Jawab 

Perhatikan bahwa 𝑦 = 𝑥3 setara dengan 𝑥 = √𝑦3
. 
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𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑦
2

3

3

0

𝑑𝑦 = 𝜋 [
3

5
𝑦

5

3]
0

3

= 𝜋
9√9

3

5
≈ 11,76. 

Latihan Soal 

1. Tentukan volume benda putar yang terbentuk dari pemutaran daerah yang dibatasi oleh 

kurva 𝑦 =
𝑥2

𝜋
 , 𝑥 = 4 dan 𝑦 = 3 mengelilingi sumbu-𝑥 ! 

2. Carilah volume benda putar yang terbentuk dari pemutaran daerah yang dibatasi oleh kurva 

𝑥 = 𝑦2, 𝑥 = 0 dan 𝑦 = 3 mengelilingi sumbu-𝑦 ! 

C. Panjang Kurva Bidang 

Definisi. Jika kurva diberikan oleh 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, maka panjang kurva adalah 

𝐿 = ∫ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2𝑏

𝑎

𝑑𝑥. 

Definisi. Jika kurva diberikan oleh 𝑥 = 𝑓(𝑦), 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑, maka panjang kurva adalah 

𝐿 = ∫ √1 + (
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)

2𝑑

𝑐

𝑑𝑦. 

Contoh 

1. Carilah panjang ruas garis dari 𝐴(0,1) ke 𝐵(5,13) ! 

Jawab 

Persamaan garis yang dimaksud adalah 𝑦 =
12

5
𝑥 + 1 , sehingga 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

12

5
 . Jadi panjang kurva 

adalah 

𝐿 = ∫ √1 + (
12

5
)

25

0

𝑑𝑥 = ∫ √
52 + 122

52

5

0

𝑑𝑥 =
13

5
∫ 1

5

0

𝑑𝑥 = [
13

5
𝑥]

0

5

= 13. 

Latihan Soal 

1. Tentukan panjang kurva 𝑦 = 4𝑥
3

2 antara 𝑥 =
1

3
 dan 𝑥 = 5 ! 

2. Tentukan panjang kurva 𝑦 =
2

3
(𝑥2 + 1)

3

2 antara 𝑥 = 1 dan 𝑥 = 2 ! 
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BAB IV 

BENTUK TAK TENTU DAN INTEGRAL TAK WAJAR 

A. Bentuk Tak Tentu 

Aturan L’Hopital untuk Bentuk Tak Tentu 
𝟎

𝟎
 

Definisi. Anggap bahwa lim
𝑥→𝑢

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑢

𝑔(𝑥) = 0. Jika lim
𝑥→𝑢

[
𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
] ada yaitu bilangan 

berhingga atau bilangan tak berhingga (bilangan tak berhingga yaitu −∞ atau +∞), maka 

lim
𝑥→𝑢

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑢

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
. 

Contoh 

1. Carilah nilai limit dari lim
𝑥→3

𝑥2−9

𝑥2−𝑥−6
 ! 

Jawab 

lim
𝑥→3

𝑥2 − 9

𝑥2 − 𝑥 − 6
= lim

𝑥→3

2𝑥

2𝑥 − 1
=

6

5
. 

Latihan soal 

1. Tentukan nilai limit dari lim
𝑥→0

2𝑥−sin 𝑥

𝑥
 ! 

2. Carilah nilai limit dari lim
𝑥→0

𝑥−sin 2𝑥

tan 𝑥
 ! 

Aturan L’Hopital untuk Bentuk Tak Tentu 
∞

∞
 

Definisi. Anggap bahwa lim
𝑥→𝑢

|𝑓(𝑥)| = lim
𝑥→𝑢

|𝑔(𝑥)| = ∞. Jika lim
𝑥→𝑢

[
𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
] ada yaitu bilangan 

berhingga atau bilangan tak berhingga, maka 

lim
𝑥→𝑢

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑢

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
. 

Contoh 

1. Tentukan nilai limit dari lim
𝑥→∞

𝑥

𝑒𝑥 ! 

Jawab 

lim
𝑥→∞

𝑥

𝑒𝑥
= lim

𝑥→∞

1

𝑒𝑥
= 0. 

Latihan Soal 

1. Carilah nilai limit dari lim
𝑥→∞

ln 𝑥10000

𝑥
 ! 

2. Tentukan nilai limit dari lim
𝑥→∞

𝑥10000

𝑒𝑥
 ! 

Definisi. Beberapa bentuk tak tentu yang lain yaitu ∞ − ∞, 0. ∞, 00, ∞0 dan 1∞. 
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B. Integral Tak Wajar 

Definisi. 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

−∞

𝑑𝑥 = lim
𝑎→−∞

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

∫ 𝑓(𝑥)
+∞

𝑎

𝑑𝑥 = lim
𝑏→∞

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥. 

Contoh 

1. Tentukan nilai integral dari ∫ 𝑥𝑒−𝑥2−1

−∞
𝑑𝑥 ! 

Jawab 

∫ 𝑥𝑒−𝑥2
−1

−∞

𝑑𝑥 = lim
𝑎→−∞

∫ 𝑥𝑒−𝑥2
−1

𝑎

𝑑𝑥 = lim
𝑎→−∞

[−
1

2
∫ 𝑒−𝑥2

−1

𝑎

(−2𝑥𝑑𝑥)] = lim
𝑎→−∞

[−
1

2
𝑒−𝑥2

]
𝑎

−1

 

  =  lim
𝑎→−∞

[−
1

2
𝑒−1 +

1

2
𝑒−𝑎2

] = −
1

2𝑒
. 

Latihan Soal 

1. Carilah nilai integral dari ∫ 𝑒𝑥∞

100
𝑑𝑥 ! 

2. Tentukan nilai integral dari ∫
1

𝑥4

−5

−∞
𝑑𝑥 ! 
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