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BAB |
ALJABAR DAN GEOMETRI BILANGAN KOMPLEKS

1.1 Aljabar Bilangan Kompleks
C = Himpunan Bilangan Kompleks
={z=a+ib|ab € Rdani=+-1}
Bilangan Kompleks = z = a + ib, konjugatnya adalah z =
a—ib.
Contoh 1. Bilangan Kompleks z = —2 + 3i, konjugatnya
adalah z = -2 — 3i.
Bidang Argan C
Im(z) 4

»

A

Re(2)

v

Gambar 1.1.1. Koordinat Bilangan Kompleks pada Bidang

Argan
Contoh 2. Tulislah bilangan kompleks berikut pada bidang
Argan:
a. z=2+3i
b. z=3-4i



Bilangan Kompleks z =a+ib. Modulus bilangan
kompleks |z| =+Va? + b%. Argumen adalah sudut pada
bilangan kompleks disingkat arg(z) dimana:

cosf =2 dansing ==
|z| |z|
dan-m <6 <m.

Contoh 3. Berapakah modulus dari bilangan-bilangan

kompleks:
a. z=5-2i
b. z=10

Contoh 4. Carilah arg(z) dari bilangan kompleks berikut
a. z=3i

b. z=2+3i

Contoh 5. Buktikan bahwa e = cis!

Jawab

Dari deret Taylor dan Mac Laurin didapatkan:

2 3 4 n
o ex=1+x+x_+x_+x_+...+’;_'+...

3 5 7 _1\n,2n+1
. smx—x—x—+x——x—+ (Gt i
(2n+1)!
4 6 n,.2n
. cosx—1—_.|_"__x__|_ GOl
(2n)!
- (19)2 (19)3 (i0)* (i0)"
0 _ .
e =1+1i0 + 2 + 3l + 2 5 +
92 93 94 35
—1+19—?— ;-l‘—-l- E_“
92 94 93 65
_1—?+Z—---+19—1§+l§_
92 94 3 95
=1_?+Z_ +l<0_§+§— )
=cosf +isinf
= cis@.

Misalkan modulus |z| ditulis r, maka:



a=rcos@

b=rsinf

Untuk bilangan kompleks z menjadi:

z=a+ib=rcosf +irsin@ =7r(cosf + isinf) = rcish
=re'? dimana-w < 0 <.

Contoh 6. Buktikan bahwa e'™ + 1 = 0!
Misalkan z=a+ib dan w =c+id. Operasi pada dua
bilangan kompleks z dan w yaitu:
1. z+w=a+ib+c+id=(a+c)+i(b+d)
2. z—w=a+ib—(c+id)=a+ib—c—id
=(a—-c)+i(b—d)
3. zw=(a+ib)(c+id) =ac+iad + ibc — bd
= (ac — bd) + i(ad + bc)
4 Z_ a+ib _ a+ib _ c—id _ ac—iad+ibc+bd _ ac+bd+i(bc-ad)

w  c+id  c+id * c—id c2+d2 - c2+4d2
ac+bd . bc—ad

T 2442 L c2+d?

Contoh 7. Nyatakan bilangan kompleks berikut dalam
bentuk a + ib:

a. (5-20+@2+3i0)

b. 2+3))4—-1i)

Untuk setiap bilangan kompleks z dan w, berlaku:
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Contoh 8. Nyatakan bilangan kompleks berikut dalam
bentuk a + ib:

a. L.l
b. (1-1)
1
C. -
3-21

3+21
d. (3—21)
Teorema 1.1.1. Untuk setiap bilangan kompleks z dan w,
berlaku:
1. |zl = |-zl = liz| = |z| = |iz]
2. lz—w|=|w-2z|
3. 1zI>P=|z%|=2z2Z

Akibatnya, jika z # 0 maka

1 Z

z |z|?

|zw| = |z||w]

% = % asalkan w # 0
|z + wl| < |z| + |w|

[zl — Iwl| < |z] = Iwl

©O No 0 A

lz| = lw| < |z + wl

Contoh 9. Jika z=1+4i dan w =2 - 3i, tentukanlah
|z + w|!

Contoh 10. Selesaikanlah:

a. |+D@2-1)l

b. [2=

c. |8+i6|?

Contoh 11. Nyatakan bilangan kompleks z =1 —i dalam
bentuk polarnyal!




Jawab
r=|z|=\/a2+b2=\/12+(—1)2=\/r=\/§
a 1 1 \/f_\/f

c0sf =—=—=—=X

lzZl V2 V2 V2 o2

V2 T
= -1 = —45° = — —
6 = cos > 5 2
= Jadi bentuk polarnya adalah z = rei® = y2e 4"

Teorema 1.1.2. Jika z = rcist dan w = pcis@ maka
zw = rpcis(t + 0)
dan

z r
— = —cis(t — 8).
woop

Teorema 1.1.3. (de Moivre). Jika z = rcist maka z" =
rcisnt, untuk setiap n bilangan bulat tak negatif.

Dalam bentuk eksponensial, berlaku sifat-sifat sebagai
berikut:
1. zw =re't.pe® =rpe

Z_ret T ,i-0)

w  pe®  p
3. z" =rm"e™ vn bilangan bulat tak negatif.

i(t+6)

Definisi 1.1.1. rcist = pcisé jika dan hanya jika r = p dan
t=0+2km ,k €.

Contoh 12. Tentukan nilai dari z = /i !
Jawab

3/
z=Vi
z3 =i = pcisf

p=ya?+bh?=02+12=V0+1=V1=1

==

cosf =

Tl



T
0 = _10=—
Ccos 2

Jadi

z3 =i = pcisf = 1cis§.

Misalkan z = rcist maka z3 = (rcist) = r3cis3t. Kita ketahui
bahwa

z3 =278

recis3t = 1cis—

Dari persamaan tersebut dapat disimpulkan bahwa
r3®=1makar = 1.
Begitu juga

s
3t=z+2kn, k=012

L k=01,2
k_6 3 TT, — U, 4,
e k=0, maka
— -t _1- 7-[_ 7T+. . 7-[
Zy = TCISly = ClS6—COS6 lSlIl6
3 1
=c0530°+isin30°:£+i—
2 2
e k=1,maka

) o /m 2m /m A4An 5w
z1 = rcist; = 1cis (— +—) = Cls (—+—) = ClsS—

6 3 6 6 6
=cos%”+isin5?n=c05150°+isin150°=—‘/2—§+i%
e k=2, maka
— reist. = 1ci (n+4n)_ ) (n+8n)_ . 91
z, = rcist, = 1cis st 3 = cis - —c1s6
3 3n 3n
= cis— = cos— 4+ i sin— = cos 270° + i sin 270°
2 2 2
=0+i(—-1)=—i



 Jadinilai dari z = Vi adalah zy = 2+ 12,z = — 2 412

dan z, = —i.

Latihan Soal

1. Tulislah bilangan kompleks dan konjugatnya pada
bidang Argan:
c. z=-2-3i
d. z=5i

2. Berapakah modulus dari bilangan-bilangan kompleks:
a. z=-2+2i

b. z=+/3

3. Carilah arg(z) dari bilangan kompleks berikut
c. z=1+1i
d z=2+3i

4. Nyatakan bilangan kompleks berikut dalam bentuk a +
bi:

3+2i
a —
3-21
i -1
b. —-i +( l )
1 3
C. Z=-— -
i 1-21
V3+i
d.

3—1i
e. (1+20)(@2+30)
Jikaz =1+ i danw = 2 — 3i, tentukanlah z.w dan %l

Jikaz =1+ 2i dan w = —3 — 4i, tentukanlah |z — w|!
7. Selesaikanlah:
a. |3+ 4il?
b. i|l1-i]
8. Nyatakan bilangan kompleks berikut dalam bentuk
polarnya:
a z=-1



b. z=-2+42i
c. z=3

d. z=-4i
e. z=2-3i
f. z=3+3i
g. z=-2-2i
h. z=—-iV2
i. z=1iV3

j. z=+3+3i

9. Tentukan nilai dari z = /i!

10. Tentukan nilai dari z = /2i!

11. Tentukan nilai dari = v/—i!

12. Tentukan semua z yang memenuhi persamaan z3 +
8 =0!

1.2 Geometri Bilangan Kompleks
1.2.1 Tempat Kedudukan Himpunan Titik di Bidang
Kompleks
Tempat Kedudukan Himpunan Titik di Bidang
Kompleks
Contoh 1. Tentukan tempat kedudukan titik-titik di bidang
kompleks berikut:
a. |z+il=2
b. |z-2i|=]|z+2|
c. |z+3|—-lz+1]l=1

Jawab
a. |z+il=2
lx +iy+i|l =2

lx+ily+ 1| =2

ST D=2

*+(y+1)*=4



~ Jadi titik berada pada lingkaran yang berpusat di
(0,—1) = 0 — i = —i dan berjari-jari 2.
|z — 2i| = |z + 2|

lx + iy — 2i| = |x + iy + 2|

lx +i(y —2)| = [(x + 2) + iyl

Va2 + (y—2)2 = /(x +2)2 + y2
Jx2+y2 —4y+ 4= /x2 +4x +4+y2
x2+y? —4y+4=x%+4x +4+y?
—4y = 4x

y=—x

~ Jadi titik berada pada garis y = —x.
lz+3|—|z+1] =1
|z+3)+(Z+1D)|=z+3|-|z+ 1] =1
Jadi

Iz+3)+(@z+1)|>1

|2z + 4] > 1

2(x +iy)+4|=>1

|2x + 2yi + 4| > 1

|(2x + 4) + 2yi| = 1

V@x+ 42+ (2y)2 21

VAx? +4y? +16x +16 > 1
(Vaxz+ay2 + 16x + 16)2 > 12

4x% + 4y +16x+ 16 > 1
4x% + 4y% + 16x +15 >0

) ) 15
x“+y +4x+720

x> +y>+Ax+By+C=0
Pusat Lingkaran = (—é —E) = (—i 9) = (-2,0)

2’ 2 2’2

Jari-jari Lingkaran = \/%AZ + %BZ -C



1 1 15
= \/1(4)2 +Z(O) T

16 15 1 1
04 4 a2

- Jadi titik berada tepat dan diluar lingkaran x? + y? +
4x + 17‘5 = 0 dengan pusat (—2,0) dan jari-jari %

Latihan Soal

1.

Tentukan tempat kedudukan titik-titk di bidang
kompleks berikut:

a. |z—5]<6

b. |z-2| <|z|

c. lzl<|z-2+3i

d. Re(z+2)>-1

e. |lz+il<l|z—il

f. Im(iz) =4

g. —2<Re(iz)<1

Tentukan jarak dari titik-titik di bidang kompleks berikut:
a. z=2+idanw=3—-i

b. z=2idanw =6

C. z=—-2—-8idanw = —i

1.2.2 Modulus (Nilai Mutlak) dari Bilangan Kompleks
Definisi 1.2.2.1. Jika z = x + iy adalah bilangan kompleks
maka modulus dari z ditulis |z| dan didefinisikan sebagai

|z| = x + iy =/x% + y2.

Misal diberikan |z — z;| = r dimana z; = x; + iy, dan
r > 0, maka hal itu menyatakan suatu lingkaran yang
berpusat di z; = (x4, y,) dengan jari-jari r.

Misal diberikan |z —z;| < r dimana z; = x; + iy, dan
r >0, maka hal itu menyatakan daerah di dalam

10



lingkaran yang berpusat di z; = (x4, y,) dengan jari-jari
r.
Contoh 1. Gambarkan |z — 1 + 2i| = 3 pada bidang z!
Jawab
|z—1+2i| =3
lz—(1-20)| =3
Persamaan di atas menyatakan suatu lingkaran yang
berpusat di (1, —2) dengan jari-jari 3.

Im(z) 4

A

v

Gambar 1.2.2.1.

Latihan Soal
1. Gambarkan:
a. |z+i|l<3

b. |[z+2-3il<1
c. |z—3-3i|=3
pada bidang z!

11



BAB I
FUNGSI KOMPLEKS

2.1 Fungsi Kompleks Secara Umum
Definisi 2.1.1. Fungsi kompleks adalah suatu aturan yang
memetakan atau mentransformasikan suatu bilangan
kompleks z = x + iy € C menjadi suatu bilangan kompleks
w = u + iv € C. Fungsi kompleks biasa dinotasikan sebagai
f@)=w=ulxy) +iv(x,y) = f(x,y).

Fungsi kompleks bisa juga disebut transformasi.
Beberapa fungsi kompleks vyaitu fungsi linear, fungsi
pangkat, fungsi resiprokal, fungsi bilinear, fungsi eksponen,
fungsi logaritma, fungsi trigopnometri, fungsi hiperbolik, dan
lain-lain.

2.2 Fungsi Linear

Definisi 2.2.1. Fungsi linear memiliki bentuk umum
f@)=w=az+b

dengan a,b € C. Jika a =0 maka fungsi linear berubah

menjadi fungsi konstan. Jika a = 1 dan b = 0 maka fungsi

linear merupakan fungsi identitas.

Contoh 1. Tentukan transformasi fungsi w = f(z) = 3z + 2
dimana z = 2 + 3i!
Jawab
w=f(z)=fQ2+3i)=32+3i)+2=6+9+2=8+9i
Jadiu =8danv =9.
Latihan Soal
1. Tentukan transformasi fungsi kompleks:
a. f(z) =z-2dimanaz=-2i
b. w=f(z)=5—-4zdimanaz =4 — 2i
2. Carilah transformasi fungsi w = f(z) =1+ 2z untuk
z=x+1iy!

12



3. Carilah transformasi fungsiw = f(z) =i — 2z untuk z =
2x —iy!

2.3 Fungsi Pangkat

Definisi 2.3.1. Fungsi pangkat yang didefinisikan untuk

setiap bilangan kompleks z adalah fungsi berbentuk

f@=w=2z"

dengann € N.

Contoh 1. Carilah transformasi fungsi kompleks w =

f(z) =z*dariz =1+ 2i!

Jawab

w=f@)=Ff1+2i)=>0+2i)?=1%2+2(1)(20) + (2)?
=14+4i—4=-3+4i

Jadiu=-3danv = 4.

Latihan Soal
1. Carilah transformasi titik z = 3 — i pada fungsi-fungsi
kompleks:

a. w=f(z)=2z3
b. w=f(z) =-22%

2.4 Fungsi Resiprokal
Definisi 1.4.1. Fungsi resiprokal adalah fungsi berbentuk

1
f(Z) =w= E
dengan z # 0.
Misalkan z = rcist dimana r # 0, maka
1 1 1
= = - = = —cis(—t).
w f(Z) Z rcist r cis(=t)

Secara geometris dapat diartikan bahwa transformasi
resiprokal terhadap z menghasilkan bilangan kompleks
yang panjangnya |z|™! dan sudutnya -argz. Jika |z| < 1
maka |w| > 1, begitu juga sebaliknya. Jika titik-titik berada
di dalam lingkaran dengan |z|=1 maka akan

13



ditransformasikan menjadi titik-titik di luar lingkaran, dan
juga sebaliknya. Sedangkan titik-titik pada lingkaran akan
tetap berada pada lingkaran, namun posisinya dicerminkan
terhadap sumbu-x karena sudutnya adalah -t.

Contoh 1. Tentukan transformasi fungsi-fungsi kompleks:

a. w=f(z)= i dimana z = 3i

b. w=f(2) =§dimanaz =2-2i

Tentukan juga modulus dan argumen dari z dan w!

Contoh 2. Tentukan transformasi fungsi kompleks:
w = f(z) =§dimanaz =1-il

2.5 Fungsi Eksponensial
Definisi 2.5.1. Fungsi eksponensial pada bilangan
kompleks z = x + iy didefinisikan sebagai
f(2) = e? = XY = e*e = e*(cosy + i siny).

Fungsi eksponensial pada bilangan kompleks e?
memiliki sifat-sifat yang sama dengan sifat-sifat fungsi
eksponensial pada bilangan real. Berikut sifat-sifat fungsi
eksponensial pada bilangan kompleks e?:

1. eZ#0

2. e’ =

3 eZeW — eZ+W
e? _

4. e_W = eZ w

5. e?=¢Z

6 e? = ez+2ni

7. |e?| =e*

8. arg(e?) =y

Contoh 1. Hitunglah:
a. w=f(z)=e*dimanaz=-3+mni
b. w=f(z) =|e?| dimana z = —5i

14



BAB llI
LIMIT FUNGSI KOMPLEKS DAN FUNGSI KOMPLEKS
KONTINU

3.1 Limit Fungsi Kompleks
Definisi 3.1.1.
lim f(z) =L

z-Zy
jika

Ve>0,36>030<|z—2z| <8 = |f(z) - Ll <e.
Sifat-sifat:
1. Jika lim f(z) ada maka nilainya tunggal.

z-2Zg

2. Jika lim|f(z)| = 0 maka lim f(z) = 0.
z-27, z-2,

Contoh 1. Tentukan lim _M!
z—3—4i |zl

Jawab
iRe(2) _ iRe(x +iy) _ ix
im ——= im —— lim ——
z-3-4i  |z| a)-G-0) |x+iy| -G~ [xZ 1 y?2
3i 3i 3i 3.

:\/32+(—4)2:\/9+16:m:51'

Contoh 2. Carilah lim —l

z—-21 Z—21
Jawab
2 .
lim.Z * 4 = lim, (Z 21)(Z_+ 20 = lim (z + 2i) = 2i + 2i
z-2i 7 — 21 z—2i z—2i z—21
= 41,
Latihan soal

; 2
1. Carilah lim R,
z-3-4i |zl
2. Tentukan (bila ada) lim —2_
z-0X°ty

3. Carilah nilai lim 2+

zZ-l Z—1

15



4. Selidikilah apakah hm ! adal
5. Buktikan bahwa lm% - tldak ada!
VAd

Carilah limit dari:

. i+R
a. lim=—2Z e@)
z-1 |z|

b. an
zZ->1 y—i
7. Tentukan limit dari
. 1—Re(2)
hmf!
z-1 | —IX
3.2 Fungsi Kompleks Kontinu
Fungsi f(z) kontinu di z, jika memenuhi syarat-syarat
berikut:
1. Nilai f(z,) ada
2. Nilai lim f(z) ada

Z—Zy

3. lim f(2) = f(zy)
Z—Zy
Contoh 1. Diberikan fungsi kompleks

z2+9 ]
f(2) = m,]lkaz #* 3i
2i,jika z = 3i
Tentukan apakah f(z) kontinu di z = 3i!
Jawab
e f(Bi)=2i
¢ Jim £ = lim 252 = lim S0
= 11m(z+31) =3i+3i =60

z-31

Karena llrgl,f(Z) =6i # 2i = f(3i) maka f(z) tidak
Z-31
kontinu di z = 3i.
Latihan Soal
1. Diberikan fungsi kompleks

16



2.

3.

4.

5.

z%2 + 16
flz) =5 a7 Jikaz # 4
8i,jika z = 4i
Tentukan apakah f(z) kontinu di z = 4i!
Diberikan fungsi kompleks
z+i .
Fz) = m,]lkaz * —i
a,jikaz = —i
Tentukan nilai a agar f(z) kontinu di z = —i!
Diberikan fungsi kompleks
z2+9 .
f2)={7_ 3i,]lkaz # 30
6i,jika z = 3i
Tentukan apakah f(z) kontinu di z = 3i!
Diberikan fungsi kompleks

z2 +4

f2)={7_ 2i,]lkaz + 20
3+ 4z,jikaz = 2i
Tentukan apakah f(z) kontinu di z = 2i!
Diberikan fungsi kompleks
z2+25 _
f2)={7_%5 ,jika z # 5i
a,jika z = 5i
Tentukan nilai a agar f(z) kontinu di z = 5i!

17



BAB IV
TURUNAN FUNGSI KOMPLEKS, FUNGSI ANALITIK,
DAN INTEGRAL FUNGSI KOMPLEKS

4.1 Turunan Fungsi Kompleks
Definisi 4.1.1.
f(z+Az) - f(2)

f'@=jm

Az
atau
f ) = i LT

Contoh 1. Tentukan turunan dari fungsi kompleks f(z) =

z? + 3z menggunakan definisi!
Jawab
o fat) - f@)
Fo= &
- (z+02)?+3(z+Az) — (22 +3z2)
m
Az—0 Az
i z%2 +2zAz + (Az)?> + 3z + 30z — z*> — 3z
N A;r—r}o Az
- 2zAz + (Az)? + 3Az
= lim

Az—0 Az
=A1im02Z+3+AZ=2Z+3+0=2Z+3.
zZ—

Berikut teknik-teknik turunan:
1. %(c) = 0, dimana ¢ adalah konstanta
2. %(Z) =1
3. L@l =cf'@
4 %(Z”) =nz"1nez
Bukti
f'(20)

18



. f(Z) - f(Zo)
= lim —————
Z=Zg zZ — ZO
_Z" = (zo)"
lim ————
z-zy  Z — Z
(Z — ZO)(Zn—l + Zn—ZZO + o 4 ZZon—Z + Zon—l)

= lim
Z-Zg Z — ZO
= li n—1 n-—2 n-2 n-1
= lim(z" ' + 2" %z + 22" 4+ 2z )
zZ-2Zg

= (Zo)n_l + (Zo)n_ZZO + e+ (Zo)ZOn_Z + Zon_l
— ZOTl—l + ZOTl—l + e + Zon—l +Zon—1

— g
—~—

n
=nz," L,nez

Kalau misal z, diganti dengan z, maka menjadi
f'(z) =nz""1nel.

5. %[f(Z)g(Z)] =f'(@g2)+ fx)g'(2)

6. L @] _ ['@9@)-f2)9g' ()
dz lg(z) lg(2)]?

7. Misal F(z) = g(f(2)), maka
F'(z) = g'[f(2)]. f'(2). (aturan rantai)

Contoh 2. Tentukan turunan dari f(z) = (z?+1)3

menggunakan aturan rantai!

Jawab

'@ =3(z% +1)371.(22) = 62(z> + 1)%

Teorema 4.1.1. (Cauchy-Riemann 1) Diberikan fungsi

kompleks f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Jika:

1. Fungsi bagian u(x,y),v(x,y),uy, uy, vy, dan v, kontinu
di semua titik pada persekitaran N.(z,) dari suatu titik
Zg-

2. Padatitik z, berlaku u, = v, dan v, = —u,,.

Maka f'(z,) ada, dan

[ (20) = ux(2o) + ivy(20) = vy (20) — iuy (2o).
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Teorema 4.1.2. (Cauchy-Riemann 2) Jika fungsi kompleks
f(2) =ulx,y)+iv(x,y) memiliki turunan di z, maka
turunan parsial dari u(x,y) dan v(x,y) ada, dan pada z,
berlaku

u, = v, dan v, = —u,,.

Contoh 3. Buktikan turunan dari f(z) =z? ada untuk
semua z dan f'(z) = 2z menggunakan teorema Cauchy-
Riemann 1!

Jawab
f(2)=2%=(x+iy)?=x*—y?+i2xy
e u(x,y) =x%—y? e u, =-2y
o v(x,y) = 2xy o v, =2y
o U, =2x ° v, =2x

Dari 6 fungsi bagian tersebut terlihat bahwa fungsi tersebut
kontinu pada setiap titik z = (x, y). Kemudian

u, = 2x = vy, dan v, = 2y = —(-2y) = —u,,.

Jadi f'(z) ada, dan

f'(z) =u,+ivy, =2x +i2y =2(x + iy) =2z

atau

f'(2) =v, —iu, = 2x —i(=2y) = 2x +i2y = 2(x + iy)
= 2z.

Latihan Soal

1. Carilah turunan dari fungsi-fungsi kompleks berikut
menggunakan definisi:

a. f(z) =5z

b. f(z) =23

c. f(z)=2z3

d. f(2)=z*+5

e. f(z) =Q2z+3)?
f. f(2)=(z+1)*
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2. Dengan menggunakan teknik turunan, tentukan
turunan dari:

a. f (2) = ZZZ+—23

b. f(z) =(z—3)%(4z-6)

c. f(z)=(52z3+62z%+72)*

d. f(z2) =@Qz%+10)’

e. f(2)=QQz+8)(1—-2z+2?%)
L =53

9. f@)=z-3)2z°+z-4)
h @) =

3. Tentukan turunan dari fungsi f(z) = 3z menggunakan
teorema Cauchy-Riemann!

4. Tentukan turunan dari fungsi f (z) = 3z? menggunakan
teorema Cauchy-Riemann!

5. Tentukan turunan dari fungsi f(z) = e# menggunakan
teorema Cauchy-Riemann!

4.2 Fungsi Analitik
Definisi 4.2.1. Diberikan fungsi kompleks f(z) dengan
daerah definisi Dy € C dan z € Int(Df). Fungsi f dikatakan

analitik di z, jika f'(z) ada untuk semua z yang terletak
pada suatu persekitaran N.(z,) dari z,.

A differentiable
I, \ \\/f
1 & \
! \
! 1
| Z, )
1

Gambar 4.2.1. Fungsi f analitik di z,.
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Persamaan Cauchy-Riemann: Diberikan fungsi kompleks
f(z) = ulx,y) + iv(x,y). Persamaan Cauchy-Riemann dari
fungsi tersebut adalah

u, = v, dan v, = —u,,.
Suatu fungsi kompleks f(z) dikatakan fungsi analitik jika
memenuhi persamaan Cauchy-Riemann.

Contoh 1. Apakah fungsi kompleks f(z) = z? adalah fungsi
analitik? Buktikan!

Jawab

Fungsi kompleks f(z) = z? adalah fungsi analitik.
f(z)=z%=(x+iy)? =x%—y?+ 2xyi

e u(x,y) =x%—y? e u, =-2y
e v(x,y)=2xy o v, =2y
o u, =2x ° v, =2x

Karena turunan parsial dari fungsi kompleks f(z) = z2
memenuhi persamaan Cauchy-Riemann yaitu
u, = 2x = vy, dan v, = 2y = —(-2y) = —u,,

maka fungsi f(z) = z? adalah fungsi analitik.

Latihan Soal

1. Apakah fungsi kompleks f(z) =z3 adalah fungsi
analitik? Buktikan!

2. Apakah fungsi kompleks f(z) = x? — iy? adalah fungsi
analitik? Buktikan!

4.3 Integral Fungsi Kompleks

Diberikan fungsi kompleks f(t) = u(t) + iv(t) dimana
u(t) dan v(t) merupakan fungsi kontinu pada interval [a, b],
maka:

fbf(t) dt = fbu(t) dt + ijbv(t) dt
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Sifat-sifat:
Misalkan fungsi kompleks f(t) = u(t) + iv(t), maka:

Re{[} f(t)dt} = [ Re{f ()} dt = [ u(t) dt

m{f} f(©) dt} = [} Im{f(O)}dt = [} v(t) dt

[P kF() dt = k [7 £(¢) dt, k adalah konstanta kompleks
N ra < fifola

[ f@ade=—f; fode

Contoh 1. Tentukan Re {foz(l + i3t)? dt}!

Jawab

2 2
Re{f (1 +i3t)? dt} = ReU 1—-9t? + i6tdt}
0 0

2
= f Re{l — 9t? + i6t}dt
0

o A 0D PR

2
=f 1—9t%dt
0

=t—3t33

=2-3(2)3-0

=2-3(8)

=2—-24

= —22.
Latihan Soal

1. Tentukan Re {fol(—z + it)? dt}!
2. Tentukan Im {foz(l + i3t)? dt}!
3. Tentukan Im {ff(l — i2t)? dt}!
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Panjang Kurva (busur)
Jika C adalah kurva dengan parameterisasi p(t) =
x(t) + iy(t) dimana t € [a,b], maka panjang kurva C

adalah:
=[G+ () a
), J\dt dt) =

Contoh 2. Tentukan panjang kurva (busur) C untuk z = e??¢
dimana 0 < ¢ <!

Jawab

z=e% =cos2t+isin2t,0<t Sg

e x(t) =cos2t

dx = —2sin 2t
7; = ~2sin
e y(t) =sin2t
d
d_}t/ = 2cos 2t

T
L= fz\/(—z sin2t)2 + (2 cos 2t)2 dt
0

Vi
2

=f V4 sin? 2t + 4 cos? 2t dt
0

Vi

2
=f \/4(sin2 2t + cos? 2t) dt
0
Vs
2
_ f JAD dt
0
Vs
2
=f Vadt
0
Vs

2
- [oa
0
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T

= 2t|2

-2

= TI.
- Jadi panjang kurva (busur) C untuk z = e, 0 < t <~
adalah .
Latihan Soal
1. Tentukan panjang kurva C untuk z = e’t, 0 < t < m!

2. Carilah [, 22 dz!
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